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Résumé

La décomposition des systémes de contraintes est un avatar de la stratégie diviser pour régner qui est indispen-
sable dans le cadre de la résolution de systémes de contraintes géométriques en CAO. Diverses méthodes tirant
partie de invariance par déplacement ont été décrites dans la littérature, mais malheureusement, elles n’ar-
rivent pas a décomposer des systemes relativement standards, surtout en 3D. Une idée assez récente consiste a
conjuguer résolution formelle et résolution numérique d’une part en modifiant le systéeme de contraintes original
pour le rendre soluble par une méthode constructive, et, d’autre part, en appliquant une méthode numérique pour
rattraper les contraintes non prises en compte dans le systeme modifié. Dans la lignée de ces travaux, nous pré-
sentons deux nouvelles avancées. La premiére concerne la manieére de modifier le systeme en tenant compte d’une
méthode de décomposition et dont I’objectif est de minimiser le nombre de contraintes modifiées par composante
irréductible. La seconde consiste a concevoir une méthode numérique qui tire parti du contexte géométrique pour
rattraper des contraintes de maniére robuste et pour produire toutes les solutions possibles.

Mots-clés : Systemes de contraintes géométriques, ana-
lyse des degrés de liberté, systemes de contraintes paramé-
trés, résolution numérique.

1. Introduction

La résolution de contraintes géométriques est une problé-
matique dérivée des CSP (Constraint Satisfaction Problems)
qui peut s’appliquer a divers domaines comme 1’enseigne-
ment assisté par ordinateur, la robotique, la chimie molécu-
laire ou encore la CAO. C’est ce dernier domaine qui nous
intéresse dans cet article.

L’objet du dessin technique est de concevoir des objets ou
des scenes géométriques dans un sens assez large qui com-
prend, entre autres, les mécanismes, les pieces mécaniques
et les ensembles architecturaux. Dans tous les cas, il s’agit
de dessiner une esquisse représentant la forme de I’objet qui
sert de support a la cotation : en termes plus modernes, 1’es-
quisse définit la topologie de I’objet dessiné tandis que les
cotes qui lui sont appliquées définissent sa géométrie. Les
outils spécialisés dans le traitement des contraintes géomé-
triques extraient de cette esquisse cotée plusieurs informa-
tions dont les contraintes d’incidence, provenant de la to-

pologie, et des contraintes métriques provenant de la co-
tation (voir exemple Figure 1 ). Le tout forme un systeme
de contraintes géométriques, ou GCS (Geometric Constraint
System) en abrégé. En ce sens, la résolution de contraintes
géométriques a sa place en modélisation géométrique entre
la modélisation déclarative, une esquisse cotée est en effet
une spécification déclarative d’un objet, et des approches
plus impératives comme la modélisation a base topologique
ou la CSG. La manipulation de tels objets définis par des
contraintes passe souvent par un solveur qui traduit la spéci-
fication déclarative en une représentation informatique plus
facilement exploitable. Cette représentation peut prendre la
forme

— soit d’un ensemble de valeurs numériques traduisant la
géométrie d’un objet particulier, on parle alors de sol-
veur numérique [LGL81, LM95, Mic03]. De tels sol-
veurs utilisent une méthode itérative comme celle de
Newton-Raphson ou la méthode par continuation. Elles
sont générales, mais il est difficile d’obtenir toutes les
solutions.

— soit d’une procédure pour construire de tels objets,
on parle alors de solveur constructif [Brii93, DMS97,
JAS97]. Les solveurs constructifs sont beaucoup moins
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généraux, mais en revanche, ils permettent dans la plu-
part des cas de parcourir 1’espace des solutions, ce
qui est intéressant lorsqu’on veut obtenir “la solution
proche de I’esquisse”.

En CAO, des esquisses cotées relativement simples
peuvent comporter des centaines de contraintes et, méme
si il y a eu beaucoup de progres dans le domaine des sol-
veurs, il est crucial de décomposer un systéme de contraintes
en sous-systemes plus petits et plus faciles a résoudre. Di-
verses approches ont été étudiées, parmi les plus connues
on trouve [LM96, DMS97, HLS97, TSM* 11, Zhal1]. Mal-
gré des degrés de sophistication divers, on rencontre des sys-
témes de contraintes qu’on ne peut pas décomposer avec ces
méthodes. C’est typiquement le cas des systemes définissant
des polyedres en 3D, mais aussi de systeémes de contraintes
“ordinaires” en 2D.

Des travaux assez récents ont proposé de contourner
le probleme en modifiant le systtme de contraintes a ré-
soudre en enlevant des contraintes et en les remplagant
par d’autres pour maintenir la rigidité : le systeme trans-
formé est résolu de maniére constructive, et on rattrape
les contraintes supprimées du systeme de départ en utili-
sant une méthode numérique. On parle parfois de systeéme
pseudo-décomposable et de pseudo-décomposition. L’ap-
proche décrite dans [GHYO02] utilise une technique em-
ployant la force brute via des essais systématiques de rem-
placement de contraintes et échantillonnage d’une courbe.
Elle n’est utilisable que pour des petits systemes 3D ou seule
une contrainte est remplacée. Plus récemment, [FSO8] décrit
une approche plus générale pour résoudre une plus grande
famille de cas en 2D ou en 3D.

Nous proposons ici des travaux en cours de développe-
ment qui portent a la fois sur la maniere de transformer
le systéme initial S en un systéme S’ soluble par une mé-
thode constructive, et sur une approche numérique pour ré-
soudre le systéme résultant de la solution formelle de S’ et
des contraintes retirées de S. Pour le premier point, notre
approche se distingue des approches précédentes qui ten-
taient de minimiser le nombre de contraintes a changer sans
tenir compte d’aucune méthode de décomposition . Lidée
consiste ici a modifier le systtme de contraintes en méme
temps qu’on essaye de le décomposer : nous étudions un
moyen de rendre minimal le nombre de contraintes a chan-
ger par composante rigide du systeme modifié. Pour le mo-
ment, la méthode de décomposition que nous utilisons est
tres simple, il s’agit d’'une propagation des degrés de li-
berté pour former des clusters a la maniére d’Hoffmann et
al. [HLS97]. En ce qui concerne les méthodes numériques,
nous étudions la maniere d’adapter des méthodes générales
de résolution d’équations et de suivi de courbes en utilisant
les particularités du cadre géométrique. L objectif est d’uti-

1. Evidemment, un telle méthode pouvait étre mise en ceuvre,
apres modification du systeme, par le solveur constructif employé

o
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Figure 1: Un GCS donné sous forme d’esquisse cotée et le
graphe correspondant.

liser des criteres géométriques lus sur la figure pour rendre
plus fiables les méthodes de suivi de chemins et notamment
prévoir les changements de branche. Nous étudions d’autre
part des méthodes numériques pour obtenir toutes les solu-
tions du systeme.

La suite de cet article est organisée de la maniere sui-
vante. La section 2 introduit les notions de bases concernant
les systemes de contraintes et leur décomposition. La sec-
tion 3 présente la méthode de reparamétrisation associée a la
méthode des lieux. La section 4 présente en détail notre al-
gorithme de décomposition. La section 5 explique comment
nous réalisons la résolution numérique. La section 6 conclut.

2. Définitions préliminaires
2.1. GCS et graphes de constraintes

Un GCS est un ensemble de contraintes portant sur
des primitives géométriques (points, droites, cercles, etc).
Chaque primitive possede un degré de liberté (DOF pour
Degree Of Freedom) correspondant au nombre minimum de
parametres permettant de la définir. A chaque contrainte est
associé un degré de restriction (DOR pour Degree Of Res-
triction) qui représente le nombre de degrés de liberté qu’elle
oOte aux primitives. Par exemple, dans 1’espace, un point et
un plan ont chacun 3 DOF alors qu’une droite en possede
4. Une contrainte de distance supprime 1 degré de liberté,
une contrainte de type “étre le milieu de de deux points”
supprime les 3 degrés de liberté d’un point. En dimension
d, avec P I’ensemble des primitives et C I’ensemble des
contraintes, les GCS bien-contraints ¥ vérifient la relation
suivante :

Y DOF(p)— ¥ DOR(c) = (41!
2
pEP ceC

En CAO, les primitives sont souvent des points et droites
en 2D, des points et plans en 3D ainsi que des cercles ou
spheres de rayon fixé. Par ailleurs les types de primitives uti-
lisés restreignent un seul degré de liberté ce qui explique que

{. on dit aussi iso-rigides : ils contiennent le nombre minimum
de contraintes pour définir une figure rigide
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la relation précédente se trouve généralement sous la forme :
2n—3 =cen 2D et 3n— 6 = c en 3D pour n primitives et ¢
contraintes. Les constantes 3 et 6 correspondent aux degrés
de liberté en translation et rotation des objets.

Un GCS peut étre représenté par un graphe de contraintes
G = (V,E) dans lequel les sommets correspondent aux pri-
mitives et les arétes aux contraintes. Afin de simplifier le
discours mais sans perte de généralité, nous considererons
des contraintes de degré 2 et des contraintes de degré 1.
Cela nous permet notamment de conserver le formalisme des
graphes et d’éviter celui des hypergraphes, rendu nécessaire
pour des contraintes impliquant plus de 2 primitives. L’ex-
tension aux hypergraphes est toutefois immédiate.

Si v est un sommet de G, nous noterons DOF (v) le degré
de liberté de la primitive associée alors que DEG(v) dési-
gnera le degré du sommet dans le graphe.

Remarquons que dans la terminologie des graphes, le pro-
bleme illustré par la figure 4 est habituellement noté€ K3 3. 11
s’agit en effet du graphe biparti complet a deux ensembles
de 3 sommets.

La figure 1(a) représente un GCS en 2D avec 5 points,
5 distances et 2 contraintes d’angle. A droite, se trouve
le graphe correspondant. Les sommets étiquetés p; corres-
pondent aux points et ceux étiquetés /; aux droites. Les arétes
liant deux points schématisent des distances imposées, les
arétes point-droite des contraintes d’incidence et les arétes
entre droites des contraintes d’angle.

2.2. Décomposition et sous-graphes

Nous commencons par rappeler les notions élémen-
taires de la théorie des graphes. Sauf mention explicite du
contraire, nous considérons des graphes non orientés. Soit
G = (V,E) un graphe, on note E = E[G] I’ensemble de ses
arétes et V = V[G] I’ensemble des ses sommets. Si V; C V,
on note G[V1] le graphe induit ne contenant que les arétes de
G ayant leurs deux extrémités dans V;. On définit de maniere
similaire le sous-graphe induit par un ensemble d’arétes
E; C E dont chaque sommet est incident a au moins une
aréte de E| et noté G[E|].

Soit un graphe G et un sous-graphe G| avec E| = E[G}],
on définit la différence G — G| comme étant égale a G[V;]
avec V, = V[G[E — E|]]. Pour deux sous-graphes G et G,
de G, on définit 'intersection G1~p = G[V] NV;]. On sait
([MT10]) que si Gy représente un GCS bien-contraint, il en
est de méme pour G, = G — G si et seulement si Gy est
bien contraint et non réduit a un point en 2D et a deux points
en 3D. La figure 1(c) représente un graphe G, un sous-graphe
G| et G, = G — Gy. Gy contient deux sommets p2 et p5
non reliés. Avec ces notations, on appelle sommet intérieur
d’un sous-graphe G| un sommet de G| — Gp.

Nous supposons maintenant que G correspond a un GCS
bien-contraint, que G est un sous-graphe de G et que G, =

7

Gl G-G1+B

GI/G

Figure 2: Décomposition

G — Gy. Alors, si Gy est bien contraint et que G ne ’est
pas, on peut le compléter par des informations tirées de G.
Par exemple, dans la figure 1(b), des que le GCS correspon-
dant a Gy est résolu, on peut calculer la distance d = p2-p5
et compléter G|y par une contrainte de distance liant ces
deux points dans Gin. Ce systeme complété est appelé le
bord de G dans G et noté Bg, /G [MT10].

En termes de graphes, la decomposition d’un GCS corres-
pondant au graphe G est une suite finie G1,G»,...,G, ou :

— G correspond a un GCS bien-contraint,

— Gy,...,Gy estune décomposition de G — G| + Bg /6

La figure 2 montre une décomposition du graphe de
I’exemple précédent. Il faut noter qu’une telle décomposi-
tion n’est en général pas unique. On dit qu’elle est maximale
lorsque la longueur de la suite de sous-graphes est maximale.

3. Méthode des lieux et reparamétrisation

La méthode par intersection des lieux géométriques, en
abrégé méthode des lieux ou LIM (Locus Intersection Me-
thod), traduit chaque contrainte c(p;,p;), ol p; (resp. p;)
est une primitive inconnue (resp. connue) en le lieu géo-
métrique de p; induit par c(p;,p;). Les primitives incon-
nues sont construites en faisant ’intersection de ces lieux.
Si un GCS peut étre résolu sans changement par une telle
suite d’intersections de lieux géométriques, une propagation
des degrés de liberté dans le graphe correspondant fournit
cette suite de constructions. LIM a un coiit quadratique, mais
une faible puissance de résolution. Nous détaillons cette mé-
thode a la suite et nous montrons comment la reparamétrisa-
tion permet d’étendre largement la classe des GCS solubles.

3.1. LIM et plans de construction

La propagation des degrés de liberté peut étre réalisée se-
lon deux stratégies. La premiere, appelée rétro-propagation
procede par déconstruction du graphe : un des sommets v
satisfaisant DEG(v) = DOF (v) est retiré du graphe avec les
arétes ayant ce sommet comme extrémité. Si apres avoir ré-
pété cette étape autant de fois qu’il est possible, le graphe
est réduit a un repere, ensemble de primitives déterminant
un repere affine de 1’espace, la résolution est un succes. Par
exemple, dans le plan, si le graphe est réduit a un couple de
sommets adjacents, la propagation s’acheve.



4 Rémi Imbach, Pascal Mathis et Pascal Schreck / Article Journées du GTMG

La seconde stratégie, ou propagation avant, consiste a
choisir un ensemble de primitives formant un repere, et
a marquer les sommets correspondants comme construits.
Puis, si un sommet v est adjacent 8 DOF (v) sommets déja
construits, il est marqué lui aussi. Cette opération est appli-
quée jusqu’a ce qu’aucun nouveau sommet ne puisse étre
marqué. Lorsque tous les sommets sont marqués, le GCS est
résolu.

Considérons a présent la propagation implantée par 1’al-
gorithme 1 ot DEGM (v) représente le nombre de sommets
marqués adjacents a un sommet v.

Algorithme 1 Propagation avant des degrés de liberté

Entrées: G = (V,E) : graphe de contraintes non-vide
1: Choisir un repere et marquer ses sommets
2: Choisir un sommet non-marqué v tel que DEGM (v) =
DOF (v), marquer v
3: Retourner a 2 tant qu’il est possible de choisir un som-
met

Son application a un GCS fournit un plan de construction,
c’est a dire une suite d’instructions permettant de construire
les primitives du probleme comme intersections de lieux
géométriques. Pour le probleme illustré par la figure 3 avec
comme repére (popp), il produit le plan de construction
suivant :

po = fix()
//origine du repere
lo = hline(po)
// droite horizontale passant par pg
p1 = intersection_cl(pg, kg, lo)
// intersection du cercle (centre : pg, rayon : kq) avec
p» = intersection_cc(pg, kg, P1,k1)
// intersection des cercles (pg, kg) et (py, k1)

ps = intersection_cc(pg, ks, p2,kg)

Ces deux stratégies permettent de résoudre les mémes
problemes et traduisent une constructibilité symbolique par
LIM. Les solutions numériques sont produites dans un
second temps en calculant ces intersections. Remarquons
qu’un plan de construction peut &tre vu comme une fonction
des parametres du GCS, les k; dans 1I’exemple précédent.

L’évaluation numérique du plan de construction conduit a
un arbre dont les sommets de profondeur n correspondent a
I’évaluation de la n-éme instruction du plan de construction.
A chaque fois qu’une telle instruction donne k solutions,
k fils sont ajoutés au sommet correspondant. Finalement,
I’arbre a autant de feuilles qu’il y a de solutions au GCS,
chaque solution étant décrite par une branche de 1’arbre.

Remarquons que LIM sous-tend un arbre avec poten-
tiellement plus de branches que n’en produit 1’évaluation.
En effet, I’évaluation du plan de construction sur certaines

Py ks Py

ks kg

Py Ko Py

Figure 3: Un GCS soluble par LIM. Les k; sont les para-
metres des distances

Py k3 Py

k7 ky

ks

Py ko Py

Figure 4: Un probleme non soluble par LIM

branches peut échouer, par exemple quand un point dans le
plan est définit comme 1’intersection de deux cercles qui ne
se coupent pas.

Soit maintenant le GCS nommé K3 3 et illustré par la fi-
gure 4 consistant a construire six points en connaissant neuf
contraintes de distances entre ces points. Quel que soit le re-
pere choisi, I’algorithme 1 échoue car chaque sommet a un
degré dans le graphe strictement supérieur a son degré de
liberté : les points p; ont deux degrés de liberté mais sont
contraints par trois distances.

L’approche par reparamétrisation consiste a remplacer un
tel GCS par un autre, similaire, mais soluble par LIM.

3.2. Reparamétrisation

Reprenons I’exemple K3 3 et supposons que le GCS de la
figure 3 admette une solution s* qui satisfasse la contrainte
distance(pg, p3) = kg. Alors s* est aussi une solution du
GCS K33, car toutes ses contraintes sont satisfaites par s
Nous avons ainsi transformé le GCS G en un GCS G’ en
les mémes inconnues en remplagant certaines contraintes (
distance(pg, p3) = kg dans I’exemple ci-dessus) par d’autres
(distance(pg, p2) = ke ), avec G’ soluble par LIM. Un plan
de construction peut alors étre formé pour G'.

Les parametres des contraintes ajoutées (angles ou dis-
tances) sont appelées paramétres guides (kg dans I’exemple
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précédent). La suite de la méthode consiste a rechercher des
valeurs pour les parametres guides de sorte que les solutions
de G’ soient aussi des solutions de G : ¢’est I’étape de réso-
lution numérique.

[GHYO02] décrit une procédure par rétro-propagation cal-
culant a partir d’'un GCS bien contraint G un nouveau GCS
G’ soluble par LIM. Cette méthode est réécrite en propa-
gation avant dans I’optique d’une décomposition expliquée
plus bas. La procédure s’arréte des que le GCS induit par
le sous-graphe des sommets marqués est bien contraint et
contient au moins un sommet intérieur.

Notre méthode de reparamétrisation agit, elle, par pro-
pagation avant. Elle est formalisée par 1’algorithme 2. A
chaque itération, plusieurs sommets peuvent étres choisis ;
I’algorithme n’est donc pas déterministe et peut amener a
plusieurs reparamétrisations différentes. Pour le GCS Kj 3,
une de ces reparamétrisations possibles est le GCS de la fi-
gure 3.

Algorithme 2 Reparamétrisation

Entrées: G = (V,E) : graphe de contraintes non-vide
1: Choisir un repere et marquer ses sommets
2: Choisir un sommet non encore marqué v tel que
DEGM (v) > 0 et DEGM(v) — DOF (v) est minimum
3: Si DEGM(v) < DOF(v)
ajouter DOF(v)-DEGM(v) contraintes
Si DEGM(v) > DOF(v)
enlever DEGM(v)-DOF(v) contraintes
4: Marquer v
5: Soit Vm I’ensemble des sommets marqués
Arréter si G[Vm] est bien contraint et contient un som-
met intérieur
sinon retourner a 2

3.3. Résolution numérique

On considere maintenant le plan de construction Cp du
GCS reparamétré G' comme une fonction des paramétres
guides k" = (kg ,...,kJ_,), et on le note Cp(k") par omis-
sion des autres parametres ( [IMS11]).

Pour une figure produite par Cp(k™), on teste la satisfac-
tion des contraintes supprimées en définissant la fonction F :
RY — R par F = (Fy,....Fy_1) ou Fi(k") = f; (Cp(k™)) —
ki . f7 (Cp(k™)) correspond a I’évaluation de la contrainte
supprimée ¢; de parametre k; .

En d’autres termes, F (k™) évalue, sur une figure produite
par le plan de construction Cp(k™) évalué pour les para-
metres k* = (kg ,...,k;_,) les d contraintes supprimées et
s’annule si elles sont satisfaites.

Les valeurs numériques des parametres guides
(ho,...,hq_1) qui sont solutions de F(h) = 0 peuvent &tre
obtenues en échantillonnant une boite de R? ( [GHYO02])

Figure 5: A gauche : échantillonnage d’une branche du
plan de construction. A droite : échantillonnage de toutes
les branches du méme plan de construction

Figure 6: 15 primitives et 27 contraintes. Deux
contraintes sont remplacées pour résoudre le probleme

par LIM :(pip13) et (psp11)

et en calculant F(xp,...,x;_1) sur chacune des branches
du plan de construction de G’ pour chaque échantillon
(x0s..-sxg—1). La figure 5 illustre un tel échantillonnage
dans le cas de la reparamétrisation de K3 3.

Considérons a présent le GCS du plan dont le graphe de
contrainte est donné par la figure 6, impliquant 15 primi-
tives et 27 contraintes. Sa reparamétrisation ameéne a rem-
placer deux contraintes par deux autres dans le meilleur des
cas et le probleme est résolu en échantillonnant une fonction
F:R? = Rz, ce qui devient coliteux. En fait, ce colit ex-
plose quand le nombre de contraintes remplacées augmente,
et il est encore aggravé par la croissance exponentielle du
nombre de branches du plan de construction en fonction du
nombre d’instructions.

L’idée proposée ici pour gérer cette explosion du cofit
consiste a choisir les contraintes a remplacer de telle sorte
que le GCS G’ soit décomposable en sous-systémes bien
contraints selon une méthode de décomposition donnée. Par
exemple, le probleme de la figure 6 peut-étre transformé en
le graphe de la figure 7 : trois contraintes ont été remplacées,
mais le GCS induit par ce graphe est décomposable en trois
sous-systemes, solubles indépendamment, contenant chacun



6 Rémi Imbach, Pascal Mathis et Pascal Schreck / Article Journées du GTMG

un seul parametre guide, et dont les plans de construction
contiennent beaucoup moins de branches que le probleme
global.

Figure 7: Une reparamétrisation permettant la décomposi-
tion : les arétes en pointillés sont les contraintes supprimées,
celles en gras les contraintes ajoutées au GCS initial.

Dans [FS08], la méthode de Newton-Raphson est appli-
quée a la fonction F : R — R?. Le principal probléme
vient alors du fait que F est seulement définie sur un sous-
ensemble de Rd, et la méthode de Newton peut en sortir ce
qui la fait échouer. Nous utilisons ici une méthode par conti-
nuation pour trouver les zéros de F. La section 5 y est consa-
crée, et montre également comment le probleéme du domaine

de définition est résolu.

3.4. Complétude et correction

Soit v une solution de G et (f; ,...,f; ;) la fonction
évaluant les contraintes (c,...,c,_;) ajoutées dans G, il
existe des parametres h = (ho, ...,hg_1) tels que h; = ff(v).
Comme v est solution de G, on a f; (v) = k; pour 0 <i <
d — 1, donc il existe une branche du plan de construction de
G’, noté Cp, sur laquelle F (1) = 0.

D’autre part, si h satisfait F(h) = 0 alors il existe une
branche sur laquelle Cp(h) est une solution v de G’ vérifiant
£ (Cp(k™)) =k pour 0 <i<d— 1, donc v est solution
de G.

4. Algorithme de décomposition avec reparamétrisation
4.1. Décomposition

Notre objectif est ici de lier propagation des degrés de li-
berté, reparamétrisation et décomposition de GCS.

L’algorithme suivant décompose le probleéme représenté
par G en sous-problémes éventuellement reparamétrés. Il
met en jeu alternativement les deux algorithmes 1 et 2 vus
plus haut.

L’utilisation d’une propagation avant des degrés de liberté
impose la stratégie bottom-up suivie par cet algorithme.

Algorithme 3 Décomposition et reparamétrisation
Entrées: G = (V,E)
Tant que tous les sommets ne sont pas marqués faire
e Appliquer I’algorithme 1 sur G autant que possible,
pour chaque sous-syst¢tme G contenant des sommets
internes. Dans G, remplacer, G par son bord.
e Appliquer I’algorithme 2 sur G jusqu’a trouver
un sous-systtme G contenant des sommets internes.
Remplacer G| par son bord.
fin Tant que

Figure 8: Premiere étape de ’algorithme 2

Sur I’exemple de la figure 1, une propagation arriere au-
rait conduit d’emblée a la suppression d’une contrainte, le
graphe initial ne possédant que des sommets de degré au
moins 3. L’algorithme 3, en revanche, utilise LIM en propa-
gation avant autant que possible avant de recourir a une repa-
ramétrisation. Apres avoir fixé le repere pyl;, par exemple,
la construction se poursuit avec la droite /p, les points pj,
ps et s’arréte faute de primitives directement constructibles.
Les sommets internes p1,/1,/, sont supprimés et la distance
paps ajoutée. Le graphe restant peut ensuite étre parcouru
sans reparamétrisation. Notons que d’autres décompositions
sont possibles avec, par exemple, d’abord le triangle p p3 pa
et finalement le triangle p; p4ps.

Considérons maintenant 1’exemple de la figure 6. L’algo-
rithme 1 seul ne parvient pas a produire de sous-graphes avec
des sommets internes. L’algorithme 2 est alors utilisé. La fi-
gure 8 illustre ce comportement apreés avoir fixé le repere
Po, p1- Les sommets entourés en gras sont construits dans
une premiere passe. Le nombre a c6té de chaque sommet in-
dique I’ordre de construction. L’aréte p14 p; indique une dis-
tance ajoutée. L’ajout du point pq3 rend le sous-graphe bien
contraint. Ce point est li€ au reste du graphe par 3 contraintes
de distance. Deux d’entre elles serviront a la construction
effective de ce point. La troisieme sera rattrapée, lors de la
phase numérique, en faisant varier la distance ajoutée p14p;.

Les sommets internes sont ensuite supprimés et le bord
complété (Cf. figure 9). Ici, le bord contient les points p;,
P10, P11» P12 ainsi que 5 contraintes de distance. Parmi
celles-ci, 4 figurent déja dans le systéme initial, seule la
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Figure 9: Seconde étape de I’algorithme 2

distance prpjo est ajoutée. En choisissant p, et pjp pour
nouveau repere, I’ensemble des sommets restants peut &tre
construit en ajoutant deux contraintes qui seront alors a rat-
traper.

11 est toutefois possible de n’introduire que deux para-
metres guides pour rendre ce probléme soluble par LIM. A
ce jour, la méthode naive consistant a considérer toutes les
possibilités est la seule méthode connue pour minimiser le
nombre de parametres guides. Le coiit en temps de cette mé-
thode est exponentielle avec le nombre de sommets mais la
recherche de ce nombre minimum n’est pas forcément une
quéte judicieuse. En effet, I'introduction de 2 parametres
guides conduisent, lors de la phase numérique, a rechercher
les zéros d’une fonction a deux variables. Il est préférable
dans cette phase de chercher a réduire le nombre de variables
des fonctions. Ainsi, on préféra 3 parametres guides mais
chacun dans un sous-graphe, ce qui amene a chercher les
zéros de 3 fonctions a une seule variable. Ainsi pour une dé-
composition Gi,...G, ol G; peut contenir des contraintes
ajoutées. Soit m le nombre maximum de contraintes ajou-
tées dans les sous-graphes G;, 1’objectif est de minimiser m.
C’est précisément ce que s’attache a réaliser 1’heuristique
suivante.

4.2. Répartition des parameétres guides

Pour répartir au mieux des parametres guides dans les
sous-systemes, il faudrait connaitre tous les sous-graphes
impliquant 2n — 3 contraintes. Cette recherche est mal-
heureusement d’un cofit exponentiel comme 1’a montré
[HLS97]. C’est pourquoi nous avons recours ici a une heu-
ristique.

Supposons que G soit un systetme bien contraint avec
une décomposition maximum en deux sous-graphes G et
G,, chacun contenant des sommets internes et chacun né-
cessitant une reparamétrisation avec une seule contrainte.
Le raisonnement suivant se généralise a davantage de sous-
graphes. L’objectif est ici de trouver la répartition des deux
parametres dans les deux sous-systémes.

Nous savons que G est bien-contraint. Par ailleurs, G, est

Figure 10: Résultat d’une décomposition avec reparamétri-
sation

bien contraint si G est bien contraint ; il est sous-contraint
sinon. Bien entendu, 1’algorithme 3 démarre sans connaitre
cette décomposition. Idéalement, si un repere est fixé dans
G, on peut espérer isoler G|. Mais supposons qu’un repere
soit fixé dans G et soit Gf le premier sous-graphe déterminé
par 3, nous avons alors deux cas :
— soit Gy est bien contraint, dans ce cas Gf = Gy,
— soit au contraire G~ n’est pas bien-contraint, ce qui
est le cas le plus courant en CAO, et alors Gf = G

En effet, dans ce dernier cas, comme G, est sous-
contraint, toute propagation démarrant a I’intérieur G, ne
peut s’arréter qu’apres avoir marqué tous les sommets de
G pour produire le sous-graphe bien contraint Gf. Ainsi,
si des contraintes on été ajoutées dans G, alors la derniere
contrainte retirée appartenait a G;. Cette remarque conduit
a I’heuristique suivante : si deux ou plus parametres guides
sont ajoutés dans un sous-graphe Gf, I’algorithme 3 est re-
lancé sur Gf mais en partant d’un nouveau repere impliquant
la derniere contrainte retirée. Alors, le marquage des som-
mets a de meilleures chances d’isoler G; comme compo-
sante rigide modifiée.

Revenons a I’exemple de la figure 9. La méthode heuris-
tique amene a reconsidérer le second sous-graphe car celui-
ci contient deux parametres guides. Une construction s’ap-
puyant sur le repere pgpog, la distance pgpg ayant été sup-
primée dans une premiere passe, conduit a une meilleure
décomposition. Les arétes en gras sur la figure 10 corres-
pondent aux 3 parametres guides, chacun dans un sous-
graphe.

4.3. Terminaison et complexité

A chaque itération, I’algorithme extrait un sous-graphe et
le remplace par son bord. Soient n et e le nombre de som-
mets et d’arctes du graphe de contraintes. L’algorithme 1
met en ceuvre O(n2 -+ e) opérations s’il résout le probleme.
Dans chaque boucle, les sommets restant sont parcourus, un
sommet v est Oté et ses voisins sont mis a jour. La boucle
est itérée n fois et la mise a jour des voisins nécessite de
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visiter toutes les arétes adjacentes. L’algorithme 1 échoue
quand tous les reperes possibles ont été essayés. Dans le
plan, le nombre de repéres est en O(e) et pour chacun d’eux
tous les sommets sont parcourus. Dans ce cas, le nombre
d’opérations effectuées est en O(ne). Or dans un graphe de
contraintes e est proportionnel a n, on a e = O(n) et I’en-
semble du processus donne tous les sous-graphes possibles
avec un colit de O(nz). Dans I’espace, un repére est formé
par une combinaison de trois contraintes donc le nombre de
reperes est au plus en 0(e3), donc I’algorithme a un cofit en
O(n3 ). Remarquons qu’en 3D, un repére peut contenir une
contrainte ajoutée quand aucun repere ne peut étre extrait du
graphe de contrainte original (par exemple dans le cas d’un
dodécaedre).

Le bord est calculé en ajoutant des contraintes entre les
primitives du bord. En 2D, un bord structurellement bien
contraint peut &tre produit par des constructions de Henne-
berg (voir [GS09]). Dans I’espace, [TSM*11] présente un
algorithme glouton pour déterminer ce bord.

Lalgorithme 2 différe d’un algorithme de propagation
avant des degrés de liberté uniquement par le fait que si au-
cun sommet ne peut &tre construit, des nouvelles contraintes
sont ajoutées, et les coflits de ces deux algorithmes sont les
mémes. En appliquant I’heuristique de 4.2, I’algorithme 2
est appelé k < n fois ol k est le nombre de contraintes sup-
primées (2 ou 3 en pratique). Donc, dans le pire des cas,
I’algorithme général a un cofit en 0(n3). Dans la plupart des
exemples de CAO, son coilt est en O(n?).

5. Résolution numérique

La phase symbolique décrite précédemment fournit pour
un GCS G plusieurs GCS solubles indépendamment par
LIM pouvant contenir chacun des parametres guides. La
phase numérique a pour objectif de trouver pour chacun de
ces sous-systémes les valeurs des parametres guides pour
lesquelles les solutions de ces sous-systemes, une fois as-
semblées, sont une solution de G.

Pour simplifier le discours et les notations, on considere
ici que G n’est pas décomposable, et que I’on a obtenu par
reparamétrisation un GCS G’ et son plan de construction Cp
en ajoutant a (respectivement supprimant de) G d contraintes
caL?.,.,cj_l (resp. cq ,.--,¢;_) de parametres kg,.,.,kj_l
(resp. k; ,....k;_ ;). Les parametres guides dont dépend Cp
sont donc kT = (k{f, ~-7k;,1)- On construit alors la fonction

F:R? - RY comme indiqué plus haut.

Nous utilisons une méthode par continuation pour trouver
les zéros du systeme F; de d équations a d inconnues définit
par F(h) = 0, dont le principe est le suivant. Connaissant
une ou plusieurs des solutions d’un systeme Fy : Fy(h) =0
en les mémes inconnues que F1, appelé systéme de départ,
Fo est déformé continiiment en JF, appelé systéme cible, en
construisant un nouveau systeme dépendant d’un parametre

t, H : H(t,h) = 0 ot la fonction H satisfait H(0,h) = Fy(h)
et H(1,h) = Fi(h). Si H est C", le théoréme des fonctions
implicites affirme qu’il existe localement, autour de chaque
solution de H une fonction ¢ : R — R telle que H (¢, 0(r)) =
0oudestc" !

Pour une solution de F, 1’image de la fonction ¢ four-
nie par le théoreme des fonctions implicites est appelée un
chemin d’homotopie. Si H est analytique, il est prouvé dans
[GZ79] que ces chemins sont des variétés de dimension 1,
plongées dans R+, difféomorphes a des intervalles de R
ou a des cercles.

Le chemin passant par la solution donnée par I’esquisse
est alors suivi jusqu’a trouver des solutions du systeme cible
(voir la figure 11). On trouvera une description détaillée des
méthodes par continuation dans [AG93].

Figure 11: Un chemin d’homotopie pour un probléme né-
cessitant le rattrapage de 2 contraintes. Le point en Z =0
est la solution initiale, les deux points en Z =1 sont deux
solutions trouvées lors du suivi du chemin d’homotopie.

5.1. Méthode par continuation des parametres

Dans le cas de la résolution de problemes (re)paramétrés,
la continuation peut étre réalisée sur les parametres du sys-
teme. [MS89] justifie cette méthode dans le cas de systemes
polyndmiaux ; montrons maintenant comment elle peut étre
adaptée a notre probleme.

Une idée empruntée a [LM95] consiste a utiliser 1’es-
quisse fournie par I'utilisateur pour construire le systeéme
de départ. Sur cette esquisse, que 1’on note sk, toutes les
contraintes de G sont satisfaites, mais avec d’autres para-
metres. Notons kg, le vecteur des parametres des contraintes
de G satisfaites par l’esquisse en remarquant que cer-
taines de ses composantes correspondent aux parametres des
contraintes supprimées. Comme le plan de construction Cp
du probléme reparamétré G’ dépend aussi des paramétres de
toutes les contraintes de G (a I’exception de k™), il en va
de méme pour la fonction F. On consideére alors la fonc-
tion F(h) qui dépend de k, le vecteur des paramétres de
toutes les contraintes. On peut alors lire sur sk les para-
metres des contraintes ajoutées hg et on a Fy, (hg) = 0.
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Le systeme de départ est alors définit par F : Fy, (h) = 0,
et le systeme cible par Fj : Fy (h) = 0, ol k« est le vec-
teur des parametres des contraintes a résoudre. La fonc-
tion d’homotopie H : R —5 R est alors obtenue en dé-
formant les parametres kg en kx par H(t,h) = Fy(;)(h) ot
k(t) = (1 —t)kg +th« pourr € R.

Ici, aucune expression analytique de H n’a été calculée,
puisque la fonction F' est évaluée en chaque vecteur en in-
terprétant le plan de construction Cp (voir 3.1). Cependant,
comme chacune des instructions de Cp correspond a une in-
tersection de lieux géométriques,on peut écrire ce plan de
construction comme un systeme d’équations triangulaire par
blocs, ou chaque bloc correspond a une intersection associée
a une primitive géométrique. Comme chaque équation de ce
systeme est analytique et que les fonctions f;~ €valuant les
contraintes supprimées le sont aussi, H est analytique, et no-
tamment C°° sur son domaine de définition.

Les chemins d’homotopie de H sont donc des variétés
de dimension 1, et peuvent étre suivies depuis les solutions
connues de Fy jusqu’aux solutions de F]. Ici, une seule so-
lution du systéme de départ, hy, est connue, et 5.3 montre
comment suivre son chemin d’homotopie.

5.2. Les branches du plan de construction

Rappelons que F;(h) et donc H, sont des multi-fonctions
(voir 3.3), et leur domaine de définition dépend de la branche
considérée. Nous cherchons une caractérisation géométrique
du bord de ce domaine, sur une certaine branche.

Tout d’abord, le domaine de définition de Fj(h) est une
intersection finie d’ensembles de définition. En effet, consi-
dérons la i-eme étape d’un plan de construction dépendant
de n parametres. Pour un ensemble de primitives construites
avec les parametres ko, ...,km,_,, des lieux, et I’ intersec-
tion correspondante, sont calculés grace aux parametres
km;_, ..., km,. Toutefois, cette intersection n’existe que pour
certaines valeurs des paramétres, disons (km;_,,...,km;) €
D; C R™™™=1_0On dira que la i-®me instruction du plan
de construction est définie si les lieux construits se coupent
et qu’elle ne I’est pas s’ils sont disjoints ou confondus.De la
méme fagon, les instructions précédentes sont définies pour
(kgy--eykm;_,) € Dj—; C R™-". La figure produite a la i-
eme étape existe donc pour (kg, ..., km;_, s km;) € (Di—1 X
R™™™M=1)yN (D; x R™—1).,

Prenons un point x = (k, ) du bord du domaine de défini-
tion D de F(h). Comme D peut s’écrire D = No<;<;(D; X
R~ (m=m-1)) o [ est le nombre d’instructions du plan de
construction, il existe un i tel que x appartienne au bord de
D;. 1l reste alors a caractériser les bords des domaines de
définition D;, c’est-a-dire les points x = (k, k) tels que toute
boule centrée en x contienne a la fois des points ol la i-eme
instruction est définie et des points ou elle ne 1’est pas.

Considérons a présent le cas d’un univers géométrique

Figure 12: La i-eme instruction du plan de construction qui
consiste en l’intersection de deux cercles impose un choix
entre deux solutions. Les deux figures alors construites sont
les mémes si ces cercles sont tangents.

2D contenant des points, des droites, des distances et des
angles (ce qui suit s’étend en 3D). On distingue deux types
de points x du bord D d’une instruction du plan de construc-
tion. Ceux vérifiant x € D et ceux tels que x ¢ D. On vérifie
facilement que le premier type de points du bord correspond
a des cas de tangence cercle-cercle ou cercle-droite, et le se-
cond a des situations ol deux droites sont confondues ou
paralleles, ou deux cercles sont concentriques et de méme
rayon.

Six = (k,h) est sur le bord de D et x € D alors il existe une
autre branche du plan de construction sur laquelle la fonction
Fi(h) prend la méme valeur que sur la branche actuelle. En
effet, d’apres ce qui a été dit plus haut, dans la figure produite
par le plan de construction, deux cercles, ou un cercle et une
droite, sont tangents. Si ces deux lieux sont produits par la
i-eéme instruction, les deux branches induites par cette ins-
truction menent a la construction de la méme figure et Fy (h)
prend la méme valeur sur ces deux branches. Si un chemin
d’homotopie passe par un tel point x et sort du domaine de
définition, on peut donc trouver une branche sur laquelle un
autre chemin passe par le point x telle que ces deux chemins
soient raccordables par continuité.

Les figures 12 et 13 illustrent le cas d’un suivi de che-
min passant par un point du bord du domaine de définition
ou deux cercles deviennent paralleles. Avant de croiser ce
bord (a gauche sur les figures), le chemin était suivi sur la
branche induite par I’intersection marquée d’un point noir.
Sur le bord (au centre sur la figure 12), les deux intersec-
tions sont confondues. En choisissant la branche induite par
I’autre intersection, on peut continuer le suivi du chemin (a
droite sur les figures), le mouvement des primitives des so-
lutions ainsi que le chemin sont continus.

5.3. Suivi de courbe

Il y a principalement deux méthodes pour suivre une
courbe définie par d équations indépendantes en d + 1 va-
riables. Ici, la courbe est définie par le systetme H(x) = 0,
avec x = (¢,h). Comme on connait un point xy vérifiant
H(xg) = 0, xo appartient a la courbe suivie.

La premiere méthode consiste a calculer le vecteur tan-
gent ¢ a la courbe en x( puis a calculer une solution prédite
x{y = xo + & ol § est un scalaire appelé pas de prédiction.
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Figure 13: Le chemin suivi, en trait plein, atteint le bord du
domaine de définition et passe sur une nouvelle branche de
la fonction.

x{, est alors corrigé en x; satisfaisant H(x;) = 0 en ajou-
tant au systéme une contrainte assurant I’avancement sur la
courbe (par exemple x| appartient a I’hyperplan passant par
x{, de vecteur normal f). La correction est effectuée par une
méthode numérique itérative comme Newton-Raphson. Ces
deux étapes sont répétées pour obtenir d’autres points de la
courbe. L'enjeu de cette méthode est de choisir un pas de
prédiction adapté a chaque courbe suivie, ce qui est abordé
en utilisant I’arithmétique par intervalles dans [FMO7] et
[KX94].

La seconde méthode, utilisée ici, calcule un simplexe de
dimension d + 1 tel que x( appartienne a une de ses faces.
Sur ce simplexe, H est approximée par une application af-
fine permettant de trouver 1’'unique autre face du simplexe
par laquelle passe la courbe. L’ opération est répétée en défi-
nissant un nouveau simplexe partageant cette face avec le
premier. Cette méthode, appelée interpolation linéaire par
morceaux (PLI) est détaillée dans [AG97]. Nous présentons
brievement la version proposée par [DWLT90].

5.3.1. Interpolation linéaire par morceaux

Un simplexe de R est I’enveloppe convexe de d + 2

points vy, ...,vg11 de R tels que pour tout 0 < i < d+
1, v; n’appartienne pas a I’hyperplan H; passant par les
points vo,...,Vi—1,Vi+1,...,Vg+1. La i-eme face d’un sim-
plexe est son intersection avec H;. (vo,...,vg41) forme un
repere affine de R (i.e. la famille composée des vecteurs
VOV1,VoV2,...,VoV4+1 forme une base de Rd“) et I’évalua-
tion de H en chacun des points de ce repere, si H est définie
en ces points, détermine une unique application affine HA.
On notera (v, ...,vg11) le simplexe déterminé par les points
(V(), "'avd+l)'

Supposons 2 présent que xq vérifiant H (x) = 0 appartienne

V3 B

Figure 14: Deux itérations de la méthode PLI pour suivre
la courbe c. Dans (vo,v1,v2,v3) (resp. (vh,v1,v2,v3)), HY a
pour noyau k (resp. k’).

ala face i de (vg,...,vg41). Sur (vg,...,vg+1), la courbe sui-
vie est assimilée au noyau de HA qui est au moins de di-
mension 1 d’apres le théoréme du rang. Si le noyau de H
est de dimension 1 c’est une droite, et on considere le seg-
ment [a,b] définit comme D'intersection de Ker(H*) avec
(V0. Va1). Sia € H;alors 3j #i| b H;jet jestlaface
du simplexe par laquelle sort la courbe. On peut alors cal-
culer un nouveau simplexe ayant sa j-eme face égale a cette
derniere face, puis recommencer avec ce nouveau simplexe.

La figure 14 présente deux itérations de la méthode pour
suivre une courbe de R?. La courbe entre dans (vo,v1,v2,v3)
par la face 3 et le noyau k de I’application affine approximant
H est calculé. Ce noyau intersecte la face 0 du simplexe.
Dans le nouveau simplexe (v(),v1,vo,v3) partageant sa face
0 avec 5o, un nouveau noyau k” est calculé et ainsi de suite.

Le cas ob la matrice de H* n’est pas de rang maxi-
mal, donc ou son noyau est de dimension supérieure a 1,
est traité dans [AG97]. En pratique, on génere les sim-
plexes au coup par coup par réflexion : si Ker(HA) sort de
(v0,...var1) par la j-me face, on prend comme nouveau
simplexe (vo,...,vj,l,v;-,vjﬂ., ey V1), OU v;~ est le symé-
trique de v; par rapport au centre de gravité de la face j. No-
tons que les calculs sont effectués en coordonnées barycen-
triques dans le repere formé par les sommets du simplexes
courant.

5.3.2. Gestion du changement de branche

La courbe suivie peut sortir du domaine de définition et
I’analyse de la figure produite par le plan de construction
permet de détecter a I’avance une telle situation, avec 1’ins-
truction critique et, si elle existe, la nouvelle branche sur la-
quelle continue le chemin. Nous présentons maintenant une
heuristique pour gérer ce changement de branche, dans le
cas ou l'instruction mise en défaut consiste en une intersec-
tion faisant intervenir un ou plusieurs cercles (resp. spheres)
pour un GCS dans le plan (resp. I’espace).

Cette instruction ameéne donc a choisir entre deux inter-
sections (voir figure 12 pour le cas de I’intersection de deux
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Figure 15: Le suivi par PLI d’une courbe c passant d’une
branche du plan de construction a une autre.

cercles), que I’on nommera s; et s,. On notera H; (resp.
Hj) la fonction H sur la branche induite par le choix de sy
(resp. s2), By (resp. By) le domaine de définition de Hy (resp.
H>) et on suppose qu’avant de rencontrer dB; (le bord de
By, la courbe était suivie sur la branche induite par s;. Soit
X+ € dBy vérifiant Hy (x«) = 0.

Le caractere symétrique de 5| et s, nous amene a considé-
rer que dans un voisinage de xx, B = By et dB; = dB;, ou
dB, est le bord de Bj, et nous noterons B = B; et dB = dB;
pour i = 1 et 2. Dans ce méme voisinage de x«, on ap-
proxime dB par un hyperplan P et on considere que x €
dB = H|(x) = H(x). On construit alors dans ce voisinage
une nouvelle fonction H' : R — R? définie par :

/ _ H, (x)
Hx) = { Hy (A (x))

ol Ap(x) est le symétrique de x par rapport a P.

six € B,
six¢ B,

Lors du suivi de la courbe ¢ par PLI, on détecte que ¢
s’approche du bord du domaine de définition quand H n’est
pas définie en un ou plusieurs des sommets (vy, ...,vg11) du
simplexe courant. Apres avoir détecté I’instruction de plan
de construction en cause, les deux intersections s et s, pos-
sibles, les deux fonctions H; et Hp décrites précédemment
et I’hyperplan P on applique la méthode PLI a la fonction
H’ construite a partir de H; et H,. On suit alors une courbe
¢’ qui est la symétrique de ¢ par rapport 2 P. Lorsque tous
les sommets sont en dehors de B, on calcule les symétriques
de ces sommets par rapport au bord pour construire un nou-
veau simplexe en lequel Hy est completement définie, pour
continuer a suivre la courbe définie par H, = 0.

A chaque étape, I’hyperplan P approximant dB est cal-
culé en considérant les arétes ab du simplexe telles que a € B
etb ¢ B. 11y en a au moins d si au moins un des sommets
est en dehors de B. On recherche alors par dichotomie pour
d de ces arétes ab un point @’ € B tel que la distance de ¢’ &
dB sur I’aréte ab soit plus petite qu'un A € R donné. Ces d
points définissent 1’hyperplan P approximant dB.

La figure 15 illustre cette procédure dans le cas d’une
courbe ¢ de R?. ¢ sort de (v),19,v9) par la face 2, et le nou-

veau sommet vé calculé est hors du domaine de définition B
de H. L’hyperplan P approximant dB est alors calculé grace
aux arétes vgvé et v?vé, et H est approximé par I’application
affine valant H; (v)) en v?, H; () en vJ et Hz(v;") en v,
ol v;’ est le symétrique de vé par rapport a P. Le noyau de
cette application sort de (v,v9,v}) par la face 1. A I'itéra-
tion suivante, ¢ sort du simplexe (vg, v{ , vé) par la face 0, et
le nouveau sommet v(l) n’est pas dans B. On continue ainsi
jusqu’a ce qu’un simplexe ait tous ses sommets en dehors de
B. Alors le nouveau simplexe est (vé’,vf’,vi’) et la fonction
considérée est H,.

5.4. Pistes de travail

La méthode PLI et son adaptation aux changements de
branche décrite ci-dessus est pour le moment limitée aux in-
tersections entre un cercle (ou une sphere pour les GCS dans
I’espace) et d’autres lieux géométriques. Son extension a des
lieux géométriques quelconques est un de nos axes de tra-
vail. D’autre part, cette méthode suppose que le domaine de
définition de la fonction définissant la courbe soit convexe.
Hors il est facile de construire un exemple ou ¢a n’est pas
le cas. Il faudrait alors, pour un point de la courbe donnée,
pouvoir déterminer un voisinage de ce point dans lequel le
domaine de définition est convexe. Enfin, le probleme de la
taille des simplexes lors du suivi de la courbe reste posé. En
effet, si le simplexe est trop grand, certaines variations de
la courbe ne sont pas détectées, notamment quand la courbe
entre et sort par une méme face. Il apparait pertinent de pou-
voir adapter la taille du simplexe a la courbe suivie.

6. Conclusion

Dans le cadre de la résolution de systemes de contraintes
géométriques, les méthodes constructives jouissent de pro-
priétés intéressantes, mais elles ne sont cependant pas assez
puissantes pour résoudre de nombreux problemes de type
CAO. Ce phénomene est particulierement marqué dans le
cas de la 3D. Du point de vue inverse, les méthodes numé-
riques efficaces ne fournissent qu’une solution du probleme,
qui peut ne pas satisfaire 1’utilisateur. Les méthodes a base
de reparamétrisation permettent de contourner ce probleme
en remplagant certaines contraintes du systéme donné pour
le rendre soluble constructivement. Il faut alors faire face a
la difficulté du rattrapage numérique de ces contraintes.

Dans cet article, nous avons décrit un algorithme choi-
sissant ces contraintes de fagon a rendre le systeme dé-
composable pour obtenir des sous-problemes avec peu de
contraintes remplacées, grace a une stratégie de répartition
des contraintes ajoutées entre les sous-problemes. Les pa-
rametres des contraintes ajoutées menant aux solutions du
probleme a résoudre sont obtenues en déformant contind-
ment I’esquisse fournie par 1’utilisateur en une solution du
probleme grace a un algorithme de suivi de chemin, adapté
au caractere géométrique du contexte.
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Nous envisageons de poursuivre ces travaux en étu-
diant d’autres heuristiques menant a une minimisation
des contraintes remplacées dans chacune des composantes
rigides, et en adaptant la reparamétrisation a d’autres
stratégies de décomposition comme par exemple, la W-
décomposition de [TSM*11]. Du point de vue de la ré-
solution numérique, seules les solutions se trouvant sur le
méme chemin d’homotopie que la solution fournie par I’es-
quisse sont trouvées. Nous cherchons un moyen de trouver
les autres solutions.
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